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-+ ' i!| ‘l l*.l l[i I[Iih“n pl

grafu Gi.. To znadi da je ey, most u Gy (sl 3) e koja spaja

'l 1)

St 3,

:I::la;;g; gﬂij:;z;.grana u 'C{,, incidentna sa vi.. (Ona postoji Jer u zavrs-
: . 1 CVOT ¥ Ima pozitivan stepen.) Shodno koraku 2 Flerijevog al-
goritma | grana e je most u Gx.. (U protivnom ona bi bila 1zabrana u (k + 1)-
om koraku, a ne ex.) Kako je e most u Gy, e je most u svakom indukova-
nom polgrafu grafa Gy koji sadrZi e. Specijalno, e je most u G¢[S]. S druge
straile je Gi [S] = G [S] i svi &vorovi grafa G,[S] su pamog stepena.
(Zasto?) Isto vazi i za Gx[S]. Tako je Gx [S] graf ¢&iji su svi &vorovi parmog
stepena, a koji sadrzi most. Kontradikcija sa zadatkom 35, glava 2. )

Uz malu modifikaciju, sli¢nu onoj u teoremi 3, Flerijevim algontmom
dobija se Ojlerov put u poluojlerovom grafu.

3. 2 Hamiltonovi grafovi

Sliéno Ojlerovim i Hamiltonovi grafovi imaju svoju predistonju. Go-
dine 1857 poznati irski matematicar Vilijam Hamilton (Ser William Rowan
Hamilton) Jansirao je sledecu igru na dodekaedru. Dodekaedar je jedan od
pet pravilnih poliedara, Platonovih tela, Ima 12 strana i 20 temena. Sve stra-
ne su pravilni petouglovi i u svakom temenu sustidu se po tri. Hamilton je
temena dodekaedra obeleZio imenima 20 svetskih metropola i postavio za-
datak da se nade "put oko sveta". Pod tim je podrazumevao putanju ivicama
dodekaedra koja kroz svako teme (metropolu) prolazi tatno jedanput i po-

¢inje i zavrava se u istom temertu.
Radi bolje preglednosti i orijentacije, umesto SaMOg dodekaedra zgo-

dno je posmatrati njegovu stereografsku projekciju (sl. 4). (Nesto 1\*i_§e 0
stereografskoj projekciji moZe se naci u prvom paragrafu glave 4.) Tada se
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Hamiltonov "put oko sveta" svodi se na konturu koja prolazi kroz sve tvo-
rove tako dobijenog grafa. Na sl. 4 putiim linijama prikazana je jedna takva
kontura.

Sl. 4.

Po Hamiltonu konture koja sadrZe sve cvorove grafa zovu se Hamil-
tonove konture, a grafovi u kojima postoje takve konture Hamiltonovi
grafovi.

Dok medu definicijama Ojlerovih i Hamiltonovih grafova postoji veli-
ka slinost. sasvim je drugaije kada su u pitanju njihove karakterizacije.
Kao §to smo imali prilike da vidimo za Ojlerove grafove postoji jednostavan
kriterijum dat teoremom 2. Nasuprot tome, z2 Hamiltonove grafove slicnog
kriterijuma nema. Bolje reéi, jos uvek nije poznat. To je jedan od najtezih
problema teorije grafova.

Poznato je vise potrebnih i vise dovoljnih uslova da graf bude Hamil-
tonov. Na primer, ako je G Hamiltonov graf, tada zbog prisustva Hamilto-
novu konture nema artikulacionih &vorova. Prema tome G je 2-povezan.
Otuda graf koji nije 2-povezan nije Hamiltonov. Drugi nedto manje o€igle-
dan potreban uslov sadrzan je u narednoj teoremi. Veoma je prakti€an |
zgodno se moze upotrebiti u razli€itim konkretnim slu¢ajevima.

Teorema 5. Ako je G Hamiltonov graf, tada za svaki pravi neprazan
podskup S < V(G) vazi
o(G - 5) <151

Dokaz, Neka je C Hamiltonova kontura u G. Tada je E(C) E(G),
pa vazi o(G --S) < o(C - S). (Radi se o tome da se dodavanjem novih grana
ne povecava broj komponenti.) Medutim vazi a(C - S) = |S]. Zaista, uklanja-
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njem lzvespog brqja évorova kontura se raspada na jedan ili vige disjunktnih
prteva. PI? tome Jednakqst vaZi samo u sluéaju kada nikoja dva évora -i? §
nisu susedi u C. Tada se C raspada na ta&no 5] disjunktnih puteva. N

1 1 : Iz nave-
denih nejednakosti neposredno sledi o(G-8)<|S). m Z nave

SL 5. SL. 6.

Kao ilustrativan primer za primenu ove teoreme moze da posluzi graf
G na slici 5. Ako se za S uzme skup od 3 "bela" &vora, tada je G- S = K3 U
K;u K, u K,, odnosno (G - S) =4 >3 =|§]. Zato G nema Hamiltonovu
konturu.

Da uslov iz teoreme 5 nije i dovoljan pokazuje primer u Petersenovog
grafu (sl. 6). Neka &italac sam proveri da u tom grafu ne postoji podskup
&vorova S, takav da je o(G - S) > |S]. Ipak, Petersenov graf nije Hamiltonov

(zad. 8). w3
Dovoljni uslovi za Hamiltonove grafove su daleko brojniji od pot-

rebnih. Jedan od najpoznatijih je Oreov (O.Ore, 1960).

Teorema 6. Neka je G graf sa n (n 2 3) ¢vorova, takav da za svaka
dva nesusedna évora u 1 v vazi
d(u) +d(v)zn.

Tada je G Hamiltonov graf.

Dolaz. Pretpostavimo da tvrdenje nije tatno, t!_. dal PO_Sifter‘K;‘imi ;:d:;
(n 2 3) Evorova, koji zadovoljava uslo:! teoreme, a nije F a(r;lt; e[eiimb ‘ga i
svim takvim grafovima uogimo onaj koji ima najvise grjna'émm wiv (e
G. Dakle, G nije Hamiltonov, ali za svaka dva nesusgenbiu kompletan.
E(G)), graf G + uv je Hamiltonov. Naravno, G ne mo
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Neka su u i v dva
nema Hamiltonovy
granu uv. To znadi
koji. sadrzi sve &vor
miltonove konture.

nesusedna &vora u (. K
konturu, svaka Harililtonova
da u ¢ postoji put P = xx; .,

ako graf (G + uv ima. 2 (;
kontura u G + uv sadr7i

Xn,gdejexy ™ u, x,= v,
ove grafa G, (P se dobija izostavljanjem grane uv sa Ha-

) Tvedimo da ako xx, & E((3), (2 < 1 < n), tada 2,24
E(().
T 2 £ ot
X, =V
Uws x, Xy Xy A Xt
Sl 7.

XL1XaE
Pretpostavimo suprotno. Tada je za nek? If{g‘n i?t (tmi ‘:;),kz,;ct,;r ; lu i
E(G). No tada je xyx; Xy ... Xp X4 X2 .o X2 %1 ]é 1y enste
(sl. 7). To je kontradikcija s pretpostavkom da 4 ;l:-Ja el
ma tome svakom susedujc;E. '{xz, Jsc:-,d .;a.xxnl 3 ey
X1 €{x1, X2, ... , Xn1} koji Dije su "
SN0
d(x,), odno d(u) + d(v) <n. o ax
$to je kontradikcija sa uslovom teoreme.

Hamiltonov. Kon-
ma nije potreban us esusedna cvora U,
.Orec'wa tei?;z tontura Ca, (1 = 5). 'Za svakailcti:;'zof:Jr ot

traprumer Jeji;; )+ d(v) = 4<naCpje ipak Ham “e moze ni da se oslab1:
ve V(C,) vazi d(u Oreov uslov d(u) + d(¥) 21 ysedna Evora u i v vai
Nasuprot tome va u kojem za svaka dva nesP mer je nehamiltonov

Naime, graf sa 7 ctor: mora da bude Hamiltonov. X1l

2n-11
d(") + d(V)

L . ~ je‘-
i i K., koji imaju tacno
stoji od kompletnih grafova K['i (1 K
ji se sa
graf kojt 5

iwartitan graf Ke et - | s
jedricii &vor i pa kompletaf: glrr:::; je teorema Diraka (G.Dir
dap s sledica Oreove 1€
Direktna po

1952)

( ’ ( .}
] : 1 b : )'

]

G Hamiltonov graf. ®
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Koristedi Oreovu ideju |
iteci Ureovu ideju Bondi i Hyz
su dokazali sledece lvrc’lenii ondi i Hvatal (J.A.Bondy, V. Chvatal 1976)

Teoremn 8. N
sa n cvorova i 1 d
{1V dva nesusedna ¢
SHSEUNA CVora

Dokaz. Sli¢an dokazu teoreme 6. m

Zatvorenje .
nim doclavanje;; ggr;f: E-.OZﬂaka C(G), je graf koji se dobija is G sukcesiv-
bar n. Pri tome s oje povezuju nesusedne vorova &iji je zbir stepena
ju nakon svakogedm; oL T TR S L g i
g odavanja nove grane. Povezivanje se i i ;
ik By : : ine. anje se izvodi sve dok tak-
orova ima. Na sl. 8 prikazano je kako nastaje zatvorenje grafa G. Pu-

nim linijama oznacene su nov
e grane. U o . ]
tan gra, C(G) = K. Sieuc Wgrgm Sca o 2atvarsiye 1< kopuido

- te-tr-

SL 8.

Da je definicija zatvorenja dobra. §to znati da zavrsni graf ne zavist
od redosleda dodavanja novih grana, potvrda je

Teorema 9. Neka je G san cvorova i neka su Gy 1 Gy grafovi dobi-
\sednih ¢vorova &iji je zbir stepena

bar n. Tada je Gy = Gz.

jvnim dodavanjem grana €y, €2,

Dokaz. Neka je graf G dobijen sukces .
1 grafu G. Za G, = G, dovol-

e, apraf Gz dodavanjem grana fi, /2, - .

HOjG da sepokaie {81, €7y oo ,8;} = ‘fhfz, ,ﬁ} ) &
Pretpostavimo suprotno. Tada jedan od navedenih skupova sadrZi

granu koje nema u drugom. Ne umanjujéi na opitosti moze s€ uzeti da pos-
toji ceo broj k, (0 = i <1- 1), takav da je {en, €2 - ex) C {)f;,ﬁ. b
dok exey = 10v €{f1s J2r - » /). Neka je Gs graf dobijen d'O.(-laVElIljcm gttanale :11
e, 8 grafu G. g obzirom da e €E(G), iz definicije zatvorenja si€
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dg (W) +dg (v)an. S druge strane (13 je pograf od G, 3to povlagi
dg, () +dy (V) 2d, (1) +d, (v) 2 n. Medutim &vorovi u i v su nesusedni

u Gy To je kontradikeija s definicijom zatvorenja, =
Direktne posledice teoreme 8 su

Teorema 10. Graf G je Hamiltonov ako i samo ako Je zatvorenje
C(G) Hamiltonov graf. m

Teorema 11. Neka je G graf sa bar tri évora. Ako fe graf C(G)
kompletan, tada je graf G Hamiltonov. m

Ako graf G koji ima n (7 2 3) &vorova zadoljava uslov teoreme 6, ta-
da je C(G) = K, i G je Hamiltonov. Tako j& Oreova teorema posledica teo-
rema 10. Treba jo§ spomenuti da je najveci broj dovoljnih uslova za Hamil-
tonove grafove, izrazenih preko stepena &vorova, dobijen upravo iz teoreme
10. Kao ilustraciju naveséemo rezultat Hvatala (V.Chvatal, 1972).

Teorema 12. Neka je G graf sa n (n 2 3) évorova &iji su stepeni
d, a, ..., d,, (d\ <d; < <d,). Ako ne postoji prirodan broj k, (k <73),
takavdaje d. <k 1 dyx<n-k-1, tada je G Hamiltonov gray.

Dokaz. Pokazaéemo da je C(G) = K., , §to je prema teoremi 10 do-
voljno da G bude Hamiltonov graf.

Pretpostavimo da je C(G) # K,.. Tada u C(G) ima nesusednih &vorova.
Neka su # i v nesusedni &vorovi u C(G) &iji je zbir stepena dogy(1) + dogy(v)
najveéi. Kako nveE(C(G)), sledi dog)(w) + deg(v) < m - 1. Radi odrede-
nosti uzmimo da je de@(1) < deay(v). Ako je do)(nt) = &, tada je & < 5 <
4 1 dewyf(v) €n -1 -k Obelezimo sa W skup svih &vorova razliditih od v
koji nisu susedi sa v u C'(G). Razume se, ne W, Tada je |W] = n - 1 - dog(V)
= k. Ako je w proizvoljan &vor iz W, tada zbog izbora &vorova « i v vaZi
da(w) € dey(w) < doey(u) = k, tj. da(w) < k. Dakle, svaki &vor skupa W, a
ima ih |#] 2 k, ima stepen < &k u G. Kako su stepeni poredani po velidini, d
Sdy<-Sdp, sledidc sk, k<%,
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Sli¢no, obeleXimo sa ¢/ skup svih &vorovy razli€itih o 4, Koji nisy; -
sedi sa v u C(G). Tada vel/ WU =n-1-doau)=n-1. k. Zbog izI::: -
I, za svaki &vor w iz U vazi dg(w) < deay(w) < AV S 11w 1 y 'fak;:l;;
Sadedi # - 1 - k dvorova od kojih svaki ima stepen < j . l < ku G Ko
well avax do(u) < dega(u) s dew(V)sn-1-k G sadrzi n - Cvorova ttj
Su /v {u), koji imaju stepene < 1 - 1 . k. Kao u stutaju skupa zakljy.

Cujemo da je Qe Sh-k-1. Medutim to je kontradikcija $a uslovom tegre.
me ®

Lako se vidi da Je Dirakova teorema 7 posledica svake od teorema 6,
10112,

Sli¢no Hamiltonovoj konturi Hamiltonov pur Je put koji sadrzi sye
Cvorove grafa. Graf koji ima Hamiltonov put zove se polulamiltonoy. Kaq
i za Hamiltonove, tako nj za poluhamiltonove grafove nije poznat potreban |
dovoljan uslov. Nes-Vilijams (C.Nash-Williams) Je pokazao je da potreban |
dovoljan uslova za Hamiltonove grafove povlai potreban i dovoljan usloy
za poluhamiltonove i obratno, Drugim re¢ima, oni su ekvivalentni. Intere-
santno je da se potrebni i dovoljni uslovi za Hamiltove puteve izvode iz od-
govarajucih za Hamiltonove konture. Nave3¢emo nekoliko bez dokaza.

Teorema 13. Ako je G poluhamiltonov graf, tada za svajn pravi ne-
prazan podskup S, SCV(G), vazi
o(G-9<|f+1. m

Teorema 14. Ako je G graf sa n (n 2 3) évorova, takav da za svaka
dva nesusedna &vora u i v vazi
dlu)+dvyzn-1,
tada je G poluhamiltonov graf. m

Teorema 15. Ako je G grafsa graf san (n 2 3) évorova, takav da je
d(u) 2%5* , za svako ucV(G), tada je G poluhamiltonov graf ®

. PP iltonov put u G,
Ako za svaka dva &vora u i v grafa G postoji u-v 'Haﬁ[mligionsii whiv:
- - X 3 an
kazemo da G Hamiltonski povezan. L_ako se wd:pgi fmniltonov A
~ 1 ﬂmo .
ar 3 ¢cvorova Hamiltonov I nar . s o, e
::nmg;f: fiaa t:!ail Na primer, kontura C,, (7 >3). Za l{au:ul}iu?_?‘k: I;‘“:“”nm
) g . = . s [ (0 doO ]
rafove takode nije poznat potreban i dovoljan uslova. .T:t' I_L,]”[-_t )
S idaie 7atvoren Arells
Eslova izvodi se iz neznatno modifikovane ideje zatvorenja g
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